Euler, Goldbach and
Exact Values of Cosine

Hieu Nguyen
Elizabeth Volz

July 13, 2009



Christian Goldbach

Born: 18 March 1690 in Koénigsberg, Prussia
Died: 20 Nov 1764 in Moscow, Russia

- Attended University of Konigsberg where he mainly studied law,
medicine, and some mathematics

- Well traveled and met with many of the leading scientists
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Euler-Goldbach Timeline

Goldbach is appointed recording secretary of newly established
Imperial Academy of Sciences (later called St. Petersburg
Academy of Sciences)

Euler arrives in St. Petersburg to replace Nicolaus Bernoulli 1l
Goldbach moves to Moscow to tutor Peter Il
Euler and Goldbach begin their 35-year long correspondence

Goldbach moves back to St. Petersburg and is appointed
correspondence secretary of the Academy

Goldbach leaves the Academy for a senior position in the
Ministry of Foreign Affairs

Euler leaves St. Petersburg to join the Berlin Academy
Goldbach dies
Euler returns to St. Petersburg



Euler-Goldbach Correspondences

167 letters (1729 — 1764)

P.H. Fuss, Correspondance mathématique et physique de
guelques célebres géometres du XVllleme siecle, 1843;
available on the Euler Archive:
http://www.math.dartmouth.edu/~euler/

Adolf P. JuSkevi¢ and Eduard Winter, Leonhard Euler und
Christian Goldbach : Briefwechsel 1729-1764, Abh.
Deutsch. Akad. Wiss. Berlin KI. Philos. (Berlin, 1965).

Forthcoming English translation(?)


http://www.math.dartmouth.edu/~euler/

Frequency of Their Correspondences

1729 2 1742 16
1730 11 1743 16
1731 3 1744 10
1732 4 1745 12
1735 2 1746 15
1736 1 1747 11
1737 1 1748 10
1738 1 1749 8
1739 7 1750 8
1740 3 1751 7
1741 8 1752 9



Euler-Goldbach Correspondences

Translation of portions of seven correspondences between
Dec 1741 — June 1742:

Euler to Goldbach — Dec 9, 1741 (OQO757)
Goldbach to Euler — Feb 13, 1742 (O0O759)
Euler to Goldbach — Mar 6, 1742 (O0761)
Goldbach to Euler — April 12, 1742 (OO763)
Euler to Goldbach — May 8, 1742 (O0764)
Goldbach to Euler — June 7, 1742 (OQ765) (Goldbach’s conjecture)
Euler to Goldbach — June 30, 1742 (OO766) :

Translation from German into English by:
- Elizabeth Volz (Rowan graduate student)

- Reinert Schmidt (Glassboro High School physics teacher)



Buler an Goldbach CGADA: F. 181, D. 1413, C. IIT
Berlin, 28. Nov./9. Dez. 1741 Blatt 267 —268r

[...] Die sonderbare Freude, welche Ew. Hochedelgeb. {iber mein gliickliches Etablissement
geschdpfet, erkenne mit der schuldigsten Ehrerbictung; und da Dieselben mir bisher so un-
gemeine Proben Dero Gewogenheit und Freundschaft erwiesen haben, so wiinsche nichts so
sehr, als diese hochstschitzbare Zuneigung gegen mich bestindig zu unterhalten. Tch hatte bei
dieser Zeit gern aus Kuriositit meine Nativitit nachgesehen, besann mich aber erst, daB ich
dieselbe dem H. Prof. Krafjt zuriickgelassen.! Der H. Prof. Stikelin hat mir geschrieben, daf
drei Exemplaria von den akademischen Kupferstichen? dem H. Brigadier Baudan mitgegeben
worden. Welcher aber bis dato hier noch nicht angelanget.

Fiir Ew. Hochedelgeb. Bemithungen wegen meiner akademischen Affiiren statte hiermit allen
gehorsamsten Dank ab; meine Absicht gehet anjetzo nur dahin, wie ich meine riickstindige
Gage mit der Bezahlung fiir mein Haus bekommen mdége?, wozu ich nichstens bei der Ankunft
der akademischen Silberflotte gute Hoffnung habe.

{267/ Was die Pension anlangf, wozu man mir hat Hoffnung machen wollen, weilen ich
darum in Petersburg nicht angehalten, so werde ich auch von hieraus deswegen nicht ferner
supplizieren. Ich habe schon berichtet, dafl meine hiesige Occupationes mich nicht verhindern,
der Akademie jihrlich ebensoviel Piecen zu iiberliefern, als wann ich noch daselbst gegenwiirtig
wire; erachtet die Akademie diese meine geringe Dienste niitzlich und einer Pension wert, so
werde solche Gnade mit der groBten Veneration erkennen und mich derselben aus allen Kriften
wiirdig zu machen bestreben.

Fiir die mir kommunizierten Paradoxa des Leuneschlof* bin gehorsamst verbunden ; es zeigen
einige davon als von dem Ton der Glocken und Saiten eine richtige Einsicht in die Natur. Das
von den Glocken steht aber schon in Stifelii Anmerkungen iiber die Coss Christoff Rudolfs.®
Dasjenige, welches Ew. Hochedelgeb. zuerst von der annihilierten Materia in einem Geschirr
geschrieben, scheinet auf diesem Ratiocinio zu beruhen: Ist keine Materie zwischen den Seiten
des Gefilles, so ist nichts dazwischen, ist aber nichts dazwischen, so sind die Seiten aneinander,
ungeacht das Gefill seine vorige Figur behilt. Ich halte aber dieses Ratiocinium fiir ein bloBes
Sophisma und bei weitem nicht hinreichend, die impossibilitatem vacui in mundo zu erweisen.



Der H. Geh. Rat Wolff oder vielmehr seine Anhiinger haben neulich einen harten Streit mit
| dem H. Segner, Prof. Math[eseos] in Gottingen, bekommen®, indem dieser einige grobe Fehler
in des H. Wolffs Elementis Mathescos [268/ vorgab gefunden zu haben; es sind beiderseits
schon verschiedene Schriften gewechselt worden. Der H. Segner aber hat recht, und von seiten
des H. Wolffs sind die Defensionen so schlecht beschaffen, daB daher der . olffianischen Philo-
sophie wenig Ehre zuwichst; man hitte besser getan, die Fehler zu erkennen, weilen dieselben
ganz offenbar sind, und dlcselben in einer neuen Ausgabe, woran wirklich gearbeitet wird, zu
Ich habe letztens auch ein merkwiirdiges Paradoxon gefunden, namlich, daf} der Wert von dieser

o+¥—1 | o—V—1

S i R . . 10 . v % g
Expression — = quam proxime gleich sei -, und dieser Bruch differicrt nur in
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partibus millionesimis von der Wahrheit. Der wahre Wert aber dieser Expression ist der Kosinus
dieses arcus 0,6931471805599 oder der arcus von 39°, 42, 51", 52, 9V in einem Circul dessen
Radiug = 1.7

ch habe auch noch verschiedene wichtige Decouverten gemacht iiber die Integration solcher

Pdz : ; g . .
Formulen - Q allwo P und @ functiones quaecunque rationales von z sind. Wovon zu ciner

anderen Zeit die Ehre haben werde, Ew. Hochedelgeb. ausfiithrlicher zu schreiben.®

Vorjetzo habe die Ehre, Ew. Hochedelgeb. noch gehorsamst zu berichten, daB meine Frau
letztens mit einer Tochter? glickl[ich] niedergekommen, der ich mich und alle die meinen Dero
schitzbaren Gewogenheit untertinig empfehle und mit aller schuldigen Hochachtung ver-
harre [. . .]

2681/ P.S. Wegen des H. Stoschen habe ich mich hier informiert, der H. Prof. Muzelvus im
Joa(.umst»a.hschen Gymnasio hat seine [Stoschs] Schwester [geheiratet], derselbe befindet sich
witklich zu Florenz, allwo er von dem GroBherzog eine reiche Pension genieBt und seinen
jiingeren Bruder bei sich hat, welcher auch ein grofler Antiquarius sein soll. Von dem H.
Hedlinger habe ich letatens Briefel® gehabt aus Arlesheim im Bistum Basel, worin er mir
schreibt, dafl die gegenwiirtigen Konjekturen nicht erlauben, nach Norden zu reisen. Er arbeitet
dort aus eigenem Trieb an einer Medaille zu Ehren Thro Kénigl. Majestit unseres Allergniidigsten
Monarchen. Wegen der jetzigen weit aussehenden Aspekten haben I. K. M. die Einrichtung der
hiesigen Akademie auf eine bessere Zeit aufzuschieben aller. eniidigst geruhet, und alsdann soll
auch der H. Maupertuis wiederum hieher kommen. Teh lebe inzwischen in der erwiinschtesten
Ruhe und habe das Vergniigen, meinen Studiis so obliegen zu kénnen, daf} ich nicht einmal aus
dem Hause komme. Wie ich denn den H. Geh. Rat Vockerodt, welcher schon eine geraume Zeit
hier ist, noch nicht eéinmal gesehen.




Euler to Goldbach — Dec 9, 1741 (OO757)

Ich habe 16t-Zf§F%jIS auch ein merkwiirdiges Paradoxon gefunden, nimlich, daf der Wert von dieser
o+ —1 _.|_. 9 ¥—1 )

.. 2 - : . I ; ; -
Expression — S~ quam proxime gleich sei —, und dieser Bruch differiert nur in
2 ' 13

partibus millionesimis von der Wahrheit. Der wahre Wert aber dieser Expression ist der Kosinus
dieses arcus 0,6931471805599 oder der arcus von 39°, 42’, 51", 52’”. 9!V in einem Circul dessen
Radius = 1.7

| have lately also found a remarkable paradox. Namely that the

value of the expression
Ay e

2

IS approximately equal to 10/13 and that this fraction differs only in
parts per million from the truth. The true value of this expression
however is the cosine of the arc .6931471805599 or the arc of 39
degrees 42 min. 51 sec. 52 tenths of sec. and 9 hundredths of sec. in
a circle of radius one.




Goldbach to Euler — Feb 13, 1742 (O0O759)

quicunque ist, niemals ein quadratum geben konne.* e ] S

Bei der observation, so Ew. H. mir kommunizieret, dal - - quam . proxime

10 e
. . 3 . . . 3 ey : 3 S T c 2 .)A,,I} l = =
gleich seil ey ist mir eingefallen, dal, wann man machen w ollte, dafl 2 229 0

ot

wiirde, alsdann p kleiner als 3 und grofer als 2 sein miiBte; ich gestehe, dafl diese limites grosso
modo angegeben sind, habe aber nicht die curlosite, Vs_le naher A-u_ d&?tCI’In]HleI'(jlﬂl.

— . b o & ™

| have noticed that if you wanted to make it so that
2Py Pt o

than p would have to be smaller than 3 and larger than 2. | confess
that these limits are large but | do not have the curiosity to determine
them any closer.

10



Euler to Goldbach — March 6, 1742 (OO761)

[7r/ Dali Ew. Hochedelgeb. die Curiosité gehabt zu untersuchen, wann diese Formel 27711
4+ 27PF1 nihilo aequalis werden kénnte, hat mir Anlal gegeben anzumerken, daB solches
infinitis modis geschehen [konne]: der erste Valor pro p ist wie Ew. Hochedelgeb. observiert,

- P . . 2 3 . T . 7T .
zwischen 2 und 3, nidmlich p = 2,26618021, der wahre Valor aber ist p = , da isti m
' 202
. { =~ i l 1 ] 1 ey € - v T v
= 3.14159265, und 12 =1 — = - g + ete. = 0,6931471805. Alle folgenden Valores
ipsius p entspringen aus diesem, indem man diesen mit 3, 5, 7, 9, etc. multipliziert.’

Now that | have the curiosity to investigate when

2P 2 o

It has given me the opportunity to remark that this can happen in
Infinitely many ways. First observe that p is between 2 and 3, namely
2.26618021. The true value is p==n /(212) where n© = 3.14159265 and
12=1-1/2+1/3-1/4+etc. = .6931471803. All following values are
derived out of this in that you multiply these with 3, 5, 7, 9, etc.

11



Euler’'s Paradox

-1 | 91
cos(In2) = 2 ;2 — 0.769239...
10 0.769231..

13

Euler gives no explanation for this paradox and no indication if
this is coincidental.
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Euler’s Solution
2Pt 2 g

epln2\/—_1 + e—pln2\/—_1 _ O

2cos(pin2)=0
(2n+D)x

pin2 =

- (@n+Drx
2In2

13



Euler's Formula

To my knowledge these correspondences indicate the earliest
known application of Euler’s famous formula

e™ = cos X +isin X

first published in Euler’s 1748 pre-calculus textbook, Introductio
In analysin infinitorum [E101].
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Goldbach to Euler — April 12, 1742 (OO763)

Es ist meines Erachtens auch remarquable, daB, wann man p durch diese Aquation deter-

g o Y= _pY = ‘ : orp}- 9—2p¥=1 __ woir
minieret 27V-1 4+ 2-7#¥-1 — 3 alsdann 277! ) - wird

ryEl ==tk e l % ‘(1 o L)—ll

SEras 51
sooft 2 ein numerus integer ist.
It is in my opinion also remarkable that when you determine p through
2PVt oV =3
also then this will become

XL | el
(1_|_\/g)2x+1 _(_1_|_\/g)2x+l - (1_|_\/§)2X—1 _(_1_|_\/€)2X—1

22X+1 22X—1

as long as x is an integer.
15



Goldbach’s Solution
2PtV 3
1

a+g:3 (azzp\/—_l)
3+ (1 3-46B
2 a 2
2xpx/_1+2xpx/_1:yx+yx:[3+2\/_) [3 2\/_j

(1_|_\/g)2x+1 _(_1_|_\/g)2x+1 ) (1_|_\/g)2x—1 _(_1+\/§)2x—1

2X+1 %1
2 2
16



Binet’'s Formula

- _1[@+V5)" -5y
n \/g 2n

Observe that Goldbach’s solution resembles Binet’'s formula for
Fibonacci numbers. However, neither Euler nor Goldbach mention
this connection, which is surprising given the simple recursive
nature of the Fibonacci numbers and circumstances suggesting
that Euler knew of them.

1722 De Molvre uses formula to derive generating
function for Fibonacci numbers

1728 D. Bernoulli publishes formula
1743 J. P. Binet publishes formula
1767 Euler publishes formula in E326

17



Connection to Fibonacci numbers:

2n+l 2n+1
2|:2n + |:2n+1 (1+ \/_) ( 1+ \/_)

22n+1

(1_|_\/g)2n—1 _(_1_|_\/§)2n—1

2|:Zn _ |:Zn—l — 22n—1

A

2n+1 |:2n—1
Observe that the sequence

X — I:2n+1 |:2n—1
satisfies the recurrence

2 — 3Xn+1 o
(X, =2,% =3,X,=7,X%=18,...)
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Exact Values of Cosine

2PtV 3

cos(npin2) =

19



Euler’s General Case
a”+a ™ =b

yro=b (y=a)

_b++b*-4
2
1

cos[nplna] = > a™ +a ™

2

1 {bmwbml
2
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Exact Values of Sine

a” —a " =D
For n odd:

sin[nplna] :%

For n even:

sin[npIn a]=%

21



|_Inear Recurrences

Theorem: If X, =1, X, =D and more generally
__ Ahpi —npi
Xn =ad +a
then Xn satisfies the recurrence

Xn+2 — bXn+1 o Xn

: : npi ,—npi .
Proof: Since each elementary solutiond P ,a P satisfies

A hpi —npi

the recurrence, it follows the same for X, =ad =~ +a .
a”+a ™ =b

a” =pb—a™"

a(n+2) pi Oa(n+l) pi anpi

22



Observe that a direct formula can be derived for such a
linear recurrence;

(b+b -4 n+ b-JbZ_4)
>

! 2

Thus:

1 - 1
cos[nplnal== a™ +a™ ==x
[npIna] 5 5

n

Theorem: If X, =0, X, =D and more generally
__ Ahpi n A —Npi
X =a" +(-1)"a
then X, satisfies the recurrence

X, ., =DX ., +X

n+1

23



Hyperbolic Analogue

In 2007 T. Osler found analogous formulas for hyperbolic
cosine (and sine):

Xo=0,% =1 Yo=2,¥,=M
X0 = Mxn+l+ X, Yni2 = Myn+1+ Yn
M +vVM? +4
w:
2
1
Eyn for n even

cosh(nlogw):<\/ 2
M +4x for n odd

n

.

24
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